Q
Q

e Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, bedingte
Wabhrscheinlichkeit




Axiome nach Kolmogorov

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit Ergebnisraum € (Menge der
moglichen Ergebnisse)

Axiom 1

Jedem Ereignis A, A C Q ist eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuge-
ordnet, die Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann:

0 < P(A) < 1.

Axiom 2
Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1:

P(Q) = 1.

Axiom 3
Sind A; und A, disjunkte Ereignisse, so ist

P(A; U Ay) = P(A1) + P(Ay).
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Venn Diagramme

Veranschaulichung von Wahrscheinlichkeiten durch Flachen :
Schnittmenge und Komplement:

>

Vereinigung und Differenz
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Folgerungen

Folgerung 1

Die Wahrscheinlichkeit fiir das zu A komplementire Ereignis A ist

P(A) =1— P(A)

Beweis
Axiom 2: P(Q) =1
& P(AUA) =1
NS p(A) + P(A) = 1
& P(/_\) =1- P(A)
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Folgerungen

Folgerung 2

Die Wahrscheinlichkeit des unmdoglichen Ereignisses () ist
P(0) =0

Beweis

P(@) _ P(Q) Folgegmg 1 1 P(Q) Axio:m 2 0
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Venn Diagramme

P
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Folgerungen

Folgerung 3

Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei Ereignissen A; und A,, die
sich nicht notwendig gegenseitig ausschlieBen, mindestens eins ein-

tritt, ist
P(Al U A2) = P(Al) n P(Az) — P(Al M A2)

Beweis

disjunkte

P(AUA)  “E P (ANA UA\AL U (A1 N A))
Axuo:m 3 P(Al\AZ) + P(Az\Al) + P(Al M A2)
kreagve 0 P(Al\A2) e P(Al M A2)

P(A1)
+ P(A2\A1) + P(A1 N Ap)
P@)
—P(A1 N A)
= P(A]) + P(A) — P(A1 N A)
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Folgerungen

Folgerung 4
Fir A C B gilt stets

Beweis

4

>
X,
(©)
3
w

()

4

Statistik 2 Sommersemester 2017

B
P(B)
P(B)

P(B)

P(A) < P(B)
disjunkte
Zerle:gung AU (,Z\ N B)

1V

P(AU (AN B))
P(A) + P(AN B)
N——

>0 (Axiom 1)
P(A)
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Folgerungen

Folgerung 5

Sei Aq, ..., A, eine vollstandige Zerlegung des Ereignisraums Q in
paarweise disjunkte Ereignisse. Fiir ein beliebiges Ereignis B gilt

dann

P(B) = Z P(BNA))
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Zusammenfassung

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

0 0<P(A)<1

@ P(2)=1

@ P(0)=0

@ P(A)=1- P(A)

@ P(A1UAy) = P(A1) + P(A2) — P(A1 N Ay)

o P(A;UAy) = P(Ay) + P(A,), falls A; und A, disjunkt sind

@ P(B)=>",P(BnA)), falls A; eine vollstindige Zerlegung von

bilden
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Laplacesche Wahrscheinlichkeit

Definition Laplacesche Wahrscheinlichkeit

Liegt ein Zufallsexperiment zugrunde, bei dem
@ die Ergebnismenge endlich ist und
@ alle Ereignisse gleichwahrscheinlich sind,

dann bildet der Quotient aus

Anzahl der fiir A giinstigen Fille  |A]

— = P(A
Anzahl aller méglichen Fille Q2| (A)

die Laplace-Wahrscheinlichkeit.

Die Machtigkeiten |A| und |Q2| konnen z.B. mit Hilfe von kombina-
torischen Regeln bestimmt werden.
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Ziehen aus einer Grundgesamtheit

Beispiel: Es wird ein Studierender der Vorlesung gezogen und nach seiner
Wahlabsicht gefragt.

Dazu nehmen wir an, dass es N Studierende in der Vorlesung gibt und
dass sie durchnummeriert sind n=1,..., N

P(Student Nr n wird gezogen) = 1/N
Alle haben die gleiche Ziehungswahrscheinlichkeit.

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass er/sie ein SPD Wahler ist?

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau gezogen wird?
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Losung nach Laplace

@ Wahrscheinlichkeit fur ,, SPD-Wa3hler*

Anzahl der fiir SPD giinstigen Ergebnisse

P(SPD) =
( ) Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Anzahl der SPD Wahler
Anzahl aller Studierenden der Vorlesung

Die Wahrscheinlichkeit ist also die relative Haufigkeit fspp der SPD
Wahler in der Grundgesamtheit.

@ Wahrscheinlichkeit fiir Frau 7
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Relative Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

Die Argumentation des Beispiels gilt ganz allgemein.

P(Eine Person mit der Eigenschaft E wird gezogen ) = f¢

@ Die relativen Haufigkeiten/Anteile aus der Grundgesamtheit
pflanzen sich also in der entsprechenden
Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Stichprobe fort.

@ Dies ist ganz entscheidend, denn dadurch kann man also durch eine
Stichprobe etwas iiber die Haufigkeitsverhaltnisse in der
Grundgesamtheit lernen.
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Zufallsstichproben

@ Ziehung von mehreren n Einheiten aus der Grundgesamtheit
@ Ziehung mit und ohne Zuriicklegen

@ Typischerweise sind Stichproben ohne Zuriicklegen praktisch
einfacher zu realisieren und zu rechtfertigen.

@ Fiir sehr groBe Grundgesamtheiten sind die Unterschiede zwischen
mit und ohne Zuriicklegen verschwindend gering.

Die praktische Umsetzung:

@ Mit Hilfe einer nummerierten Liste der Grundgesamtheit Hilfe von
Computerprogrammen

@ Ersatzmechanismen : Random dialing (Telefon), Random Walks etc.

@ Nicht aufs gerate Wohl. (ich spreche Leute an)
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Ziehen mit Zuriicklegen

@ Grundgesamtheit mit N Zahlen G = {1,..., N}.
@ Ziehe Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen.

@ Zur Beschreibung des Zufallsvorgangs miissen wir die Anzahl der
potentiell moglichen Stichprobenergebnisse bestimmen (jede
Stichprobe ist gleichwahrscheinlich).

@ Q={(wi,...,wn)|lwj €{1,...,N}}, das selbe Element kann
mehrfach vorkommen.

@ |Q =N-N-...-N=N" dh. N" potentiell mégliche Stichproben

n-mal
vom Umfang n.

Statistik 2 Sommersemester 2017 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 61 / 85



Beispiel: Stichprobentheorie

Ziehe Stichprobe vom Umfang n aus Grundgesamtheit von N=1000 mit

Zuriicklegen. Annahme: In Grundgesamtheit sind 300 SPD Wahler

n=1 P(1SPD) = 0.3
n=2 P(0SPD) = {310 = 0.49
P(1SPD) = 233139 . 2 = 0.42
P(2SPD) = 333339 — 0.09
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Beispiel: n=40

Ziehe Stichprobe vom Umfang n aus Grundgesamtheit von N=1000 mit
Zuriicklegen. Annahme: In Grundgesamtheit sind 300 SPD Wahler
Berechnung fiir groBe n mit Hilfe der Binomialverteilung

s © - o

= _ @

S 0 @

5 3] © o

(%) © —

= @ @

S o o° %6

= & - 00000 ©00000000000000000000
o I [ [ [ I

0 10 20 30 40

Anzahl in der Stichprobe
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Beispiel: n=100

Ziehe Stichprobe vom Umfang n aus Grundgesamtheit von N=1000 mit
Zuriicklegen. Annahme: In Grundgesamtheit sind 300 SPD Wahler
Berechnung fiir groBe n mit Hilfe der Binomialverteilung

= (0]

g S St

< o Olo

2 — © 1l o

c
o

5 S © °

e (@) (@)

'CCU ] O O

= S mmmmmmmé)
o- — I'IOI‘I"0000000000’.0000000000000000000000000000000000000000
o [ | | | | I

0 20 40 60 80 100

Anzahl in der Stichprobe
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Einfache Zufallsstichprobe

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

@ Ziehe n Kugeln aus einer Urne mit N nummerierten Kugeln. Die
Reihenfolge der Ziehungen spielt keine Rolle, d.h. die Stichprobe
»4,1, 7" wird nicht unterschieden von ,,7,1,4".

@ Q={{wy,...,wn} twje{l,..., N}, wj # w; fiir j # i}
@ Anzahl der Stichproben:

2] = (N —Nr!7)!n! h (l;l)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit |

»Herzoperation in Krankenhaus”

Uberleben der Operation

Alle Fille | Operation Operation P(nicht ii)
uberlebt nicht tberlebt ., Risiko"
Krankenhaus U 500 500 0.5
Krankenhaus K 900 100 0.1

Frage: ,,In welchem Krankenhaus wiirden Sie sich behandeln lassen?*
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Bedingte Wahrscheinlichkeit |1

Schwere der behandelten Fille

schwere leichte

Falle Falle

Krankenhaus U 900 100
Krankenhaus K 100 900

Frage: , Bleiben Sie bei lhrer Entscheidung?*
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Bedingte Wahrscheinlichkeit 11l

Uberleben der Operation aufgeteilt nach der Schwere

Schwere Fille

der behandelten Falle

Operation Operation P(nicht 4)
uberlebt nicht uberlebt ., Risiko"

Krankenhaus U
Krankenhaus K

Leichte Falle

400 500 0.56
30 70 0.7

Operation Operation P(nicht )
uberlebt nicht uberlebt ., Risiko"

Krankenhaus U
Krankenhaus K

100 0 0
870 30 0.033
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Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

In dem Beispiel betrachten wir das Risiko gegeben , schwerer Fall”.
Das Risiko wird berechnet durch

Anzahl (schwere Falle und nicht iiberlebt)
Anzahl(schwere Fille)

Allgemein definieren wir die Wahrscheinlichkeit von
»Ereignis B gegeben A"
P(AN B)

P(BIA) = —p %

Statistik 2 Sommersemester 2017 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 69 / 85



Einschrankung des Ergebnisraumes und
bedingte Wahrscheinlichkeit

ANB
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Beispiel

B: Nicht tiberleben
A: Schwerer Fall

Krankenhaus U Krankenhaus K

P(B) —  500/1000 = 0.5 P(B) = 100/1000 = 0.1

P(A) — 900/1000 = 0.9 P(A) = 100/1000 = 0.1

P(ANB) = 500/1000 = 0.5 P(ANB) = 70/1000 = 0.07

P(B|JA) = 0.5/0.9=0.56 P(B|A) = 0.07/0.1=0.7 =70%
Schwere OoP OoP P(nicht i) Leichte oP oP P(nicht i)

Fille tiberlebt nicht tberl. ,, Risiko* Falle tiberlebt nicht tberl. ., Risiko*
Krankenh U 400 500 0.56 Krankenh U 100 0 0
Krankenh K ‘ 30 70 0.7 Krankenh K ‘ 870 30 0.033
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Beispiel: Wiirfeln

Q = {1,2,3,4,5,6}

A = {2,4,6} , gerade"

B = {4,5,6} ,groB"

AN B — {46}

P(A) = 3/6

P(ANB) =2/6

P(BIA) = P(ANB)/P(A) = (2/6)/(3/6) = 2/3

Interpretation:
Wenn bekannt ist, dass die gewiirfelte Zahl gerade ist, steigt die
Wahrscheinlichkeit fiir ,,groB" auf 2/3.
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Multiplikationssatz

Satz
Fiir zwei beliebige Ereignisse A und B gilt:

P(AN B) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A).

Beweis

Nach Definition gilt:
P(B|A) = % = P(B|A) - P(A) = P(AN B)

P(AN B)

und  P(A|B) = —FE P(A|B) - P(B) = P(AN B)

zusammen ergibt sich

P(B|A) - P(A) = P(ANnB) = P(A|B) - P(B)
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FuBBball Beispiel

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, das Halbfinale zu gewinnen 7
Gesucht: P(B) mit B = ,Sieg im Halbfinale"

Siegchancen sind abhangig vom jeweiligen Gegner!

— bedingte Wahrscheinlichkeiten.

A1 Gegner ist Mannschaft 1
A, " 2

A3z ! 3

Bedingte Wahrscheinlichkeiten leicht(er) anzugeben:

P(B|A;) = 0.7
P(B|Ay) = 0.65
P(B|As) = 0.2

Gegner wird ausgelost = Annahme: P(A;) = P(A) = P(A3) = %
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Wahrscheinlichkeitsbaum (FuBball Beispiel)

Gegner ins Finale
ja / nein

P(B|A;)=0.7 B AnNB

P(B|A;)=0.3 B

P(B|A;)=0.65 B AnNB
Az <

P(B|A;)=0.35 B

P(B|A3)=0.2 B As;NB
Az <

P(B|A3)=0.8 B
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FuBball Beispiel(2)

Welche ,Wege" im Wahrscheinlichkeitsbaum fiihren zu B?
Nutze Multiplikationssatz

P(AiNB) = P(A1)-P(B|A;) = % -0.7
P(A,NB) = P(Ay)-P(BJAy) = 3 0.65 insgesamt: 0.52
P(AsNB) = P(As)-P(BJA3)=1%-0.2
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Verallgemeinerung: Vollstandige Zerlegung

@ Ai, Ay, Az bilden eine vollstindige Zerlegung.

@ (A1NB), (A2 N B) und (A3 N B) sind disjunkt und ergeben in der
Vereinigung B

Damit ergibt sich

P(B) = P((AinB)U(A:NB)U(AsNB))
— P(AlﬂB)+P(A2ﬂB)—|—P(A3ﬂB)
= P(BJA1) - P(A1) + P(B|Ay) - P(A2) + P(B|As) - P(As) = 0.52

Entlang der Aste multiplizieren, dann summieren
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Satz

Bilden die Ereignisse A1, ..., A, eine vollstandige Zerlegung von Q =
U7:1 A; in paarweise disjunkte Ereignisse, so gilt fiir ein beliebiges
Ereignis B:

P(B) = Z P(B|A;) - P(A;).
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Satz von Bayes

Satz
Fiir beliebige Ereignisse A und B mit P(A), P(B) > 0 gilt:

P(BIA) - P(A)

P(AIB) = =55

Bilden die A; eine vollstandige Zerlegung von €2 und ist B irgendein

Ereignis, so gilt unter Zuhilfenahme des Satzes von der totalen
Wahrscheinlichkeit:

P(B|Aj) - P(A;)
> i1 P(BIA) - P(A;)

P(A;|B) =
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Medizinische Tests

1000 Personen

10 erkrankt 990 gesund

O Test positiv =~ 1 Test negativ 10 Test positiv 980 Test negativ
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Medizinische Tests 2

K: Krank

G: Gesund

TP: test positiv

TN: Test negativ

Gegeben:
P(K) = 10/1000 = 0.01
P(TPIK) = 9/10=0.9
P(TN|G) = 10/990 = 0.01
P(K|TP) =777
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Losung mit Satz von Bayes

KNTP
P(TP)
P(TP|K) - P(K
P(TP|K) - P(K)+ P(TP|G) - P(G)
0.01-0.9

= — 0.474
0.99-0.0101 0

P(K|TP) =
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Losung mit Population

1000 Personen

10 erkrankt 990 gesund

O Test positiv 1 Test negativ 10 Test positiv 980 Test negativ

Beachte: Die Bedingung entspricht der Bezugspopulation 9 von 19
Patienten mit positivem Test sind tatsachlich krank:

P(K|TP) = 9/19 = 0.474
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Unabhangigkeit

Definition stochastisch unabhangig

Zwei zufillige Ereignisse A und B heien genau dann voneinander
stochastisch unabhangig, wenn

P(ANB) = P(A)- P(B)

gilt, d.h., wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintre-
ten von A und B gleich dem Produkt der beiden Einzelwahrschein-
lichkeiten ist.
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Folgerungen

@ Sind zwei Ereignisse A und B unabhangig so folgt, dass das
Eintreten des Ereignisses B keinen Einfluss auf das Eintreten von A
hat, d.h. es gilt:

P(A|B) = P(A|B) = P(A)

@ Man kann unter der der Annahme der Unabhangigkeit
Wahrscheinlichkeiten berechnen:
A: Beim ersten Wurf 6

B: Beim zweiten Wurf 6

P(AN B) = P(A)P(B) = 1/36
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